
Matematica per le scuole superiori 

Prerequisiti: 

- Conoscere e utilizzare le proprietà delle 
figure piane (in particolare: parallelo-
grammi) 

- Conoscere e utilizzare le coordinate car-
tesiane nel piano 

 

 

 

OBIETTIVI DI APPRENDIMENTO 

 

Una volta completata l’unità, gli allievi de-

vono essere in grado di: 

 

- spiegare i concetti di vettori linearmente 

dipendenti e linearmente indipendenti  

- dimostrare che tre vettori non nulli, co-

munque scelti in un piano, sono linear-

mente dipendenti  

- definire il prodotto scalare di due vettori 

ed elencarne le proprietà fondamentali  

-  dimostrare che se e solo se due vettori 

sono ortogonali il loro prodotto scalare è 

nullo  

- definire il prodotto vettoriale di due vet-

tori nello spazio ed enunciarne qualche 

proprietà 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Questa unità riguarda i Licei ed alcuni indirizzi degli Isti-

tuti Tecnici. Gli studenti dei Licei scientifici ne affronte-

ranno lo studio nel 1° biennio, quelli dei Licei non scien-

tifici e degli Istituti Tecnici nel 2° biennio. 

Gli indirizzi degli Istituti Tecnici, Settore Tecnologico, 

interessati sono i seguenti: 

-  Meccanica, Meccatronica ed Energia 

-  Costruzioni, Ambiente e Territorio 
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34.2 Somma di vettori. Scomposizio-

ne. 

34.3 Prodotto di un numero reale 

per un vettore. 

34.4 Dipendenza e indipendenza li-

neare. 

34.5 Vettori nel piano cartesiano. 
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Unità 34 – Nozioni di calcolo vettoriale 

2  Matematica per le scuole superiori 

34.1  RICHIAMI 
 

34.1.1  Il vettore, come forse già sai, è uno strumento molto importante non solo in matematica ma anche 

nelle scienze sperimentali ed è precisamente utile a rappresentare molte grandezze fisiche, in particola-

re quelle che non è possibile determinare soltanto con l’attribuzione di una misura (come le cosiddette 

grandezze scalari, quali per esempio: lunghezza, area, massa, ecc.); ma richiedono, per la loro comple-

ta determinazione, oltre alla misura, la conoscenza della direzione e del verso in cui agiscono. Sono 

tali, per esempio, la velocità, l’accelerazione, la forza, eccetera: sono dette, per l’appunto, grandezze 

vettoriali. Di esse hai modo di occuparti nello studio dei fenomeni fisici. 

In questa unità, mentre riproponiamo concetti che ti potrebbero essere già familiari, cogliamo 

l’occasione per un loro approfondimento. 
 

34.1.2  Incominciamo riprendendo la definizione di vettore: 

VETTORE è un insieme di segmenti orientati equipollenti, aventi cioè uguale direzione, modulo e 

verso. 

Ogni elemento dell’insieme dei segmenti orientati equipollenti può essere assunto come “rappresen-

tante” del vettore con cui l’insieme si identifica, ma il segmento orientato che rappresenta il vettore 

non si identifica col vettore medesimo. 

Il vettore individuato dal segmento orientato (A, B) si indica con la scrittura: 

𝐀𝐁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ . 

Più genericamente, un vettore si può indicare pure con una lettera (minuscola o maiuscola) sovrastata 

da una freccia; in questo modo: 

𝐮⃗⃗ ,   𝐯⃗ ,   𝐰⃗⃗ ,   𝐱⃗ ,   𝐲 ,   𝐅 ,   𝐄⃗ ,   𝐁⃗⃗  

e anche in altri modi, di cui però non ci occupiamo. 

I punti A, B del vettore AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ si dicono, nell’ordine, primo e secondo estremo del vettore.  

La direzione, il verso e la lunghezza del segmento orientato (A, B) – che individua il vettore – si chia-

mano rispettivamente direzione, verso e modulo del vettore. 

Generalmente il modulo del vettore AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ si indica con la scrittura: |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗|, ed è evidente che risulta: 

|AB⃗⃗⃗⃗  ⃗|=AB . 

Se il vettore è indicato con 𝑢⃗ , il suo modulo si indica con |𝑢⃗ | oppure, quando non si creano equivoci, 

semplicemente con 𝑢. 

Conveniamo di considerare il vettore nullo, che indichiamo con 0⃗ , come il vettore avente modulo nul-

lo e direzione e verso indeterminati. 
 

34.1.3  Il vettore AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ si dice uguale al vettore CD⃗⃗⃗⃗  ⃗ se e solo se il segmento orientato (A, B) è equipollente al 

segmento orientato (C, D). In sostanza due vettori AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ e CD⃗⃗⃗⃗  ⃗, tali che AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = CD⃗⃗⃗⃗  ⃗, sono lo stesso vettore. 

Se, invece, i due vettori AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ e CD⃗⃗⃗⃗  ⃗ hanno direzione e modulo uguali ma versi opposti (Fig. 1) si dicono 

opposti e si scrive: AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −CD⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Considerati un vettore u⃗  e un qualsiasi punto P, si definisce somma del punto e del vettore il punto Q 

tale che PQ⃗⃗⃗⃗  ⃗=u⃗  (Fig. 2). Si scrive: Q=P+u⃗  . 
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 FIG. 1                                       FIG. 2                                                FIG. 3 

 

34.2  SOMMA DI VETTORI. SCOMPOSIZIONE 
 

34.2.1  Siano u⃗ ,  v⃗⃗  due vettori non aventi la stessa direzione. Scelto un qualsiasi punto A, costruiamo i punti 

B, C tali che (Fig. 3): B=A+u⃗  ,  C=B+v⃗  . 

Il vettore w⃗⃗⃗ =AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ si dice somma dei due vettori u⃗ ,  v⃗⃗  e si scrive: 

w⃗⃗⃗ = u⃗ + v⃗  . 

Se i due vettori u⃗ ,  v⃗⃗  hanno la stessa direzione, o come si dice se sono paralleli, procediamo esattamen-

te come nel caso precedente. In questa circostanza il vettore somma u⃗ +v⃗  è parallelo ai vettori u⃗ ,  v⃗⃗ . 

Lasciamo a te l’analisi dettagliata di tutti i possibili casi che si possono presentare. Noi ci limitiamo a 

dire che la somma di due vettori non dipende dalla particolare scelta del punto 𝐀, ma solo dai 

vettori coinvolti. Questo si può dimostrare, ma noi non lo facciamo. 

Così come non ci soffermiamo sulle seguenti proprietà della somma, la cui verifica lasciamo a te. 

Comunque siano scelti i vettori u⃗ , v⃗ , w⃗⃗⃗  ed indicato con 0⃗  il vettore nullo, valgono le seguenti proprie-

tà: 

• u⃗ + v⃗ = v⃗ + u⃗  (proprietà commutativa) 

• (u⃗ + v⃗ ) + w⃗⃗⃗ = u⃗ + (v⃗ + w⃗⃗⃗ ) (proprietà associativa) 

• u⃗ + 0⃗ = 0⃗ + u⃗ = u⃗  (esistenza dell’elemento neutro) 

• u⃗ + (−u⃗ ) = (−u⃗ ) + u⃗ = 0⃗  (simmetrizzabilità degli elementi) 

 

34.2.2  Consideriamo due vettori non paralleli u⃗ =AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ e v⃗ =AC⃗⃗⃗⃗  ⃗, applicati nello stesso punto A (Fig. 4) e 

costruiamo il parallelogramma ABDC. Allora: 

 

FIG. 4 

a)  il segmento orientato (A, D) rappresenta il vettore somma dei due vettori u⃗  e v⃗ . 

b) il segmento orientato (C, B) rappresenta un nuovo vettore, il vettore u⃗ +(–v⃗ ), chiamato differenza 

tra u⃗  e v⃗ , ed indicato con u⃗ –v⃗ .  
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La costruzione del vettore somma di due vettori con il procedimento descritto è assunta solitamente, 

nelle scienze sperimentali e particolarmente in Fisica, come regola ed è denominata regola del paralle-

logramma. 
 

34.2.3  Se si devono sommare n vettori v⃗ 1, v⃗ 2, v⃗ 3, … , v⃗ n, in base alle proprietà della somma dei vettori e 

segnatamente della proprietà associativa, è possibile sommare il secondo al primo, il terzo alla somma 

ottenuta e, così via, l’ultimo vettore alla nuova somma ottenuta.  

Nelle scienze sperimentali e specificamente in Fisica il vettore somma così costruito è denominato an-

che il vettore risultante dei vettori assegnati. 

È interessante constatare che se il primo vettore, v⃗ 1, è applicato in un punto O ottenendo il punto 

A1=O+v⃗ 1; il secondo vettore, v⃗ 2, è applicato nel punto A1 ottenendo il punto A2=A1+v⃗ 2, e così via, 

l’n-esimo vettore, v⃗ n, è applicato nel punto An–1 ottenendo il punto An=An–1+v⃗ n, il segmento orienta-

to (O, An) rappresenta il vettore risultante s  (Fig. 5, dove n=4): s =v⃗ 1,+v⃗ 2+ v⃗ 3+ …+v⃗ n. 

 
FIG. 5 

 

34.2.4  Assegnato un vettore w⃗⃗⃗ , è possibile determinarne in maniera opportuna due altri, u⃗  e v⃗ , tali che 

w⃗⃗⃗ =u⃗ +v⃗ . Si dice allora che il vettore w⃗⃗⃗  è scomposto nei vettori u⃗  e v⃗ , e questi si dicono i componenti 

del vettore w⃗⃗⃗ . 

Descriviamo due casi: nel primo supponiamo note le direzioni dei vettori componenti, nel secondo 

supponiamo noto uno dei due vettori componenti. 

a) Note le direzioni dei vettori componenti del vettore assegnato w⃗⃗⃗ , basta prendere un qualsiasi seg-

mento orientato (O, A) in rappresentanza del vettore w⃗⃗⃗  (Fig. 6) e condurre per i punti O ed A le rette 

aventi le direzioni assegnate: si ottengono i punti B e C. I vettori rappresentati dai segmenti orienta-

ti (O, B) e (O, C) sono quelli cercati. Si ha infatti: w⃗⃗⃗ =OB⃗⃗⃗⃗  ⃗+OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 

               

 FIG. 6       FIG. 7 

b) Se oltre al vettore w⃗⃗⃗  è assegnato uno dei suoi componenti, ad esempio il vettore u⃗ , basta scegliere 

un arbitrario punto O (Fig. 7) e costruire i punti A=O+w⃗⃗⃗  e B=O+u⃗ . Il vettore rappresentato dal 

segmento orientato (B, A) è il secondo componente cercato. Si ha infatti: w⃗⃗⃗ =u⃗ +BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 
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34.3  PRODOTTO DI UN NUMERO REALE PER UN VETTORE 
 

34.3.1 Si chiama prodotto di un numero reale α per un vettore 𝐯⃗  il vettore – indicato con αv⃗  – avente la 

stessa direzione di v⃗ , lo stesso verso o verso opposto a seconda che sia α>0 o α<0, e modulo uguale a 

|α||v⃗ |, cioè uguale al valore assoluto di  per il modulo di v⃗ . 

Se α=0 conveniamo che αv⃗  sia il vettore nullo. 

In figura 8 sono rappresentati i vettori v⃗ , 3v⃗ , –2v⃗ , che avendo la stessa direzione sono paralleli. 

 

FIG. 8 
 

34.3.2  Utilizzando il teorema di Talete si possono dimostrare (cosa che però non facciamo) le seguenti 

proprietà. 

Proprietà del prodotto di un numero reale per un vettore: 

• 1 𝑣 = 𝑣  

• 𝛼(𝛽𝑣 ) = (𝛼𝛽)𝑣  

• (𝛼 + 𝛽)𝑣 = 𝛼𝑣 + 𝛽𝑣   

• 𝛼(𝑣 + 𝑤⃗⃗ ) = 𝛼𝑣 + 𝛼𝑤⃗⃗  

dove 𝛼, 𝛽 sono numeri reali qualunque e 𝑣 , 𝑤⃗⃗  sono vettori qualunque. 

 
34.4  DIPENDENZA E INDIPENDENZA LINEARE 
 

34.4.1  Consideriamo i due vettori u⃗  e –u⃗ . Si ha evidentemente: u⃗ +(–u⃗ )=0⃗ . 

Ugualmente, presi i tre vettori u⃗ ,  v⃗ ,  w⃗⃗⃗ , dove w⃗⃗⃗ =u⃗ +v⃗ , si ha: u⃗ +v⃗ +(–w⃗⃗⃗ )=0⃗ . 

Ancora, considerati i vettori 3u⃗  e –2u⃗ , si ha:  
2

3
(3u⃗ )+(–2u⃗ )=0⃗ . 

I vettori u⃗  e –u⃗  del 1° caso, come i vettori u⃗ ,  v⃗ ,  w⃗⃗⃗  del 2° ed i vettori 3u⃗  e –2u⃗  del 3° si dicono linear-

mente dipendenti. 

In generale, vale la seguente definizione: 

 Si dice che n vettori u⃗ 1,  u⃗ 2, … ,  u⃗ n (con n2), almeno due dei quali non nulli, sono linearmente 

dipendenti se esistono n numeri reali λ1,  λ2, …  ,  λn, non contemporaneamente nulli, tali che: 

 [1] λ1u⃗ 1+λ2u⃗ 2+ …+λ1u⃗ n=0⃗  . 

 Quando, al contrario, la [1] è vera se e solo se λ1=λ2=…=λn=0, allora gli n vettori considerati si 

dicono linearmente indipendenti. 

Così, ad esempio, sono linearmente indipendenti due vettori u⃗  e v⃗ , non paralleli, in quanto se e solo se 

λ1=λ2=0 risulta λ1u⃗ 1+λ2u⃗ 2=0⃗ . 

Il vettore λ1u⃗ 1+λ2u⃗ 2+ …+λ1u⃗ n si dice combinazione lineare dei vettori u⃗ 1,  u⃗ 2, … ,  u⃗ n. I numeri λ1,  

λ2, …  ,  λn sono chiamati i coefficienti della combinazione lineare. 

Vale il seguente teorema. 
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 TEOREMA. Condizione necessaria e sufficiente affinché due vettori (non nulli) siano linear-

mente dipendenti è che siano paralleli. 

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che la condizione è necessaria. Se i due vettori u⃗  e v⃗ , non nulli, sono 

linearmente dipendenti, esistono due numeri reali  e , non nulli, tali che: λu⃗ +μv⃗ =0⃗ . Da qui segue: 

u⃗ = −
μ

λ
v⃗ . 

I due vettori sono pertanto paralleli. 

Dimostriamo che la condizione è sufficiente. Se i due vettori u⃗  e v⃗ , non nulli, sono paralleli, allora esi-

ste un numero reale α, non nullo, tale che u⃗ =α v⃗⃗ . Da qui segue: 

−1 ∙ u⃗ + αv⃗ = 0⃗ . 

I due vettori sono pertanto linearmente dipendenti. 
 

34.4.2  Il teorema precedente ha un’immediata conseguenza: 

Nel piano esistono infinite coppie di vettori linearmente indipendenti, tutte quelle che sono costi-

tuite da due vettori non paralleli. 

Non esistono invece nel piano terne di vettori linearmente indipendenti. Vale infatti il seguente teore-

ma. 

 TEOREMA. Tre vettori, comunque scelti in un piano, sono linearmente dipendenti. 

DIMOSTRAZIONE. Siano u⃗ , v⃗ , w⃗⃗⃗  tre vettori qualsiasi. Se almeno due di essi, ad esempio u⃗ , v⃗ , sono paral-

leli allora esiste un numero reale α, non nullo, tale che u⃗ =αv⃗ . Si ha quindi –1∙u⃗ +α v⃗ +0∙w⃗⃗⃗ =0⃗  e perciò 

i tre vettori sono linearmente dipendenti. Accantonato questo caso, prendiamo un qualsiasi punto O del 

piano e costruiamo i punti A, B, C in modo che sia (Fig. 9): A=O+u⃗ ,  B=O+v⃗ ,  C=O+w⃗⃗⃗ . 

 

FIG. 9 

Scomponendo il vettore w⃗⃗⃗  secondo le direzioni di u⃗  e v⃗ , e detti OD⃗⃗⃗⃗  ⃗ e OE⃗⃗⃗⃗  ⃗ i due vettori componenti, si 

ha evidentemente: OD⃗⃗⃗⃗  ⃗=α u⃗ ,  OE⃗⃗⃗⃗  ⃗=β v⃗ , dove α e β sono numeri reali. Quindi w=α u⃗ +β v⃗ . Di conse-

guenza: α u⃗ +β v⃗ +(–1) w⃗⃗⃗ =0⃗  e perciò anche in questo caso i tre vettori sono linearmente dipendenti. 
 

34.4.3  L’ultimo teorema ha un’immediata conseguenza. Assegnata nel piano una coppia ordinata (e⃗ 1, e⃗ 2) di 

vettori non paralleli ed un qualsiasi vettore u⃗ , esiste una ed una sola coppia ordinata (u1, u2) di numeri 

reali tali che: 

u⃗ = u1e⃗ 1 + u2e⃗ 2 . 

La coppia (e⃗ 1, e⃗ 2) si chiama base per i vettori del piano. I numeri u1, u2 si dicono le componenti del 

vettore 𝑢⃗  secondo quella base. 

In tal modo si viene a stabilire una corrispondenza biunivoca tra i vettori del piano e l’insieme ℝ2 del-

le coppie ordinate di numeri reali. In particolare: 

• al vettore e⃗ 1=1∙e⃗ 1+0∙e⃗ 2 corrisponde la coppia (1,0); 
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• al vettore e⃗ 2=0∙e⃗ 1+1∙e⃗ 2 corrisponde la coppia (0,1); 

• al vettore 0⃗ =0∙e⃗ 1+0∙e⃗ 2 corrisponde la coppia (0,0). 

In generale, per esprimere che sono associati il vettore u⃗  e la coppia ordinata di numeri reali (u1,u2), si 

scrive: u⃗ (u1,u2) e si legge: “vettore u⃗  di componenti (u1,u2)”. 

In virtù della suddetta corrispondenza biunivoca, dette (x1,y1) e (x2,y2) ordinatamente le componenti 

dei due vettori u⃗ 1 e u⃗ 2 secondo la stessa base (e⃗ 1, e⃗ 2), risulta: 

u⃗ 1=u⃗ 
2
 se e solo se (x1,y

1
)=(x2,y

2
), ossia se e solo se x1=x2 e y

1
=y

2
. 

Dette inoltre (x3, y3) le componenti di un terzo vettore u⃗ 3 secondo la stessa base, si ha: 

u⃗ 3=u⃗ 1+u⃗ 2 se e solo se x3=x1+x2 e y
3
=y

1
+y

2
. 

 

34.5  VETTORI NEL PIANO CARTESIANO 
 

34.5.1  Occupiamoci adesso di alcune proprietà dei vettori attraverso la loro rappresentazione in un piano 

cartesiano. 

In un piano cartesiano ortogonale (Oxy) siano U1 ed U2 i punti unità rispettivamente dell’asse x e 

dell’asse y (Fig. 10). Ebbene, si può assumere come base dei vettori del piano la coppia (e⃗ 1, e⃗ 2) tale 

che  e⃗ 1=OU⃗⃗⃗⃗  ⃗
1  ed  e⃗ 2=OU⃗⃗⃗⃗  ⃗

2. 

 

FIG. 10 

In questo modo, indicato con P(x, y) un qualsiasi punto del piano cartesiano, le componenti del vettore 

OP⃗⃗⃗⃗  ⃗=u⃗  secondo la base (e⃗ 1, e⃗ 2) non sono altro che le coordinate cartesiane di P. Tali componenti si di-

cono anche componenti del vettore secondo gli assi cartesiani. 

Si dimostra immediatamente che si ha: |OP⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √x2 + y2 . 
 

34.5.2  Valgono due importanti teoremi. 

 TEOREMA 1. Se il vettore v⃗  è rappresentato dal segmento orientato (A, B) e se A(xA, yA) e 

B(xB, yB) allora le componenti del vettore secondo gli assi cartesiani prefissati (Fig. 11) sono: 

𝐱𝐁 − 𝐱𝐀,   𝐲𝐁 − 𝐲𝐀. 

Lasciamo a te la semplice dimostrazione e ci limitiamo a fornire qualche esempio: 

• Il vettore v⃗ , rappresentato dal segmento orientato (A, B) di figura 12, ha come componenti secondo 

gli assi cartesiani la coppia ordinata (2,2); dunque v⃗ (2,2). 

• Il vettore v⃗ , rappresentato dal segmento orientato (A, B) di figura 13, ha come componenti secondo 

gli assi cartesiani la coppia ordinata (6,–3); dunque  v⃗ (6,–3). 




















