
Matematica per le scuole superiori 

Prerequisiti: 

- Rappresentare retta, parabola, ellisse 
ed iperbole e circonferenza in un piano 
cartesiano. 

- Saper risolvere sistemi ed equazioni di 
2° grado. 

 

 

 

OBIETTIVI DI APPRENDIMENTO 

 

Una volta completata l’unità, gli allievi 

devono essere in grado di: 

 

- descrivere parabola, ellisse ed iperbole 

come sezioni coniche  

- risolvere semplici problemi sui luoghi 

geometrici  

- delineare, sotto il profilo storico, il 

contributo di Cartesio e Fermat 

all’algebrizzazione della geometria  

- realizzare semplici costruzioni grafiche 

di parabola, ellisse, iperbole  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’unità riguarda il 2° biennio di tutte le scuole superio-

ri, eccezion fatta per l’Istituto Tecnico, Settore Eco-

nomico. 
 

 

 

 

 

 

 

45.1 Le coniche. 

45.2 Luoghi geometrici. 

45.3 Curve in forma parametrica ed 

in coordinate polari. 

45.4 Nota storica. 

45.5 Costruzioni grafiche di luoghi 

geometrici. 

Verifiche. 

Una breve sintesi  

per domande e risposte. 
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45.1 LE CONICHE 

 

45.1.1  La parabola, l’ellisse (conveniamo che la circonferenza sia una particolare ellisse), l’iperbole sono 

curve espresse, in un piano cartesiano (Oxy), da particolari equazioni di 2° grado in x, y: queste curve 

sono accomunate col nome generico di coniche. Vale infatti la seguente definizione: 

CONICA è una curva espressa, in un piano cartesiano (Oxy),  

da un’equazione algebrica di 2° grado in x, y. 

La più generale equazione di una conica è pertanto la seguente: 

𝐚 𝐱𝟐 + 𝐛 𝐱 𝐲 + 𝐜 𝐲𝟐 + 𝐝 𝐱 + 𝐞 𝐲 + 𝐟 = 𝟎, 

dove a, b, c, d, e, f sono numeri reali assegnati, purché a, b, c non siano contemporaneamente nulli. 

Questo non significa però che ogni equazione di 2° grado in x, y rappresenti una conica di uno dei tipi 

suddetti. Tanto per fare qualche esempio: 

- l’equazione (x – 1)(x – y) = 0, che può essere scritta per esteso in questo modo: 

x2 − xy − x + y = 0, 

rappresenta le due rette x=1 ed y=x; 

- l’equazione (x – 1)2+(y – 2)2 = 0, che può essere scritta per esteso in questo modo: 

x2 + y2 − 2x − 4y + 5 = 0, 

rappresenta il solo punto (1,2); 

- l’equazione x2+2y2+1 = 0 rappresenta l’insieme vuoto. 

Questi esempi, detto per inciso, sono conosciuti come casi particolari di coniche degeneri. 

A questo punto dei tuoi studi non possiedi gli strumenti matematici necessari per uno studio completo 

delle coniche e devi accontentarti di quanto fin qui appreso. È, tuttavia, possibile qualche approfondi-

mento di ciò che hai studiato. 

Poiché quanto andremo ad esporre richiede la conoscenza delle equazioni di una rotazione di –90° intorno 

ad O, scriviamo queste equazioni, lasciando a te il facile compito di darne giustificazione: 

[1]                       x’ = y,   y’ = –x. 

 

45.1.2  Occupiamoci allora degli approfondimenti su accennati. 

 Come sai, l’equazione y=ax2+bx+c rappresenta una parabola con asse parallelo all’asse y, con 

vertice nel punto V (−
b

2a
, −

Δ

4a
), dove =b2–4ac, e con la concavità rivolta verso le y positive se 

a>0 e verso le y negative se a<0. Con la trasformazione di equazioni [1] (rotazione di –90° intor-

no ad O) essa è mutata nella seguente equazione: 

x' = ay'2 – by' + c; 

 nello stesso tempo il suo vertice risulta trasformato nel punto V′ (−
Δ

4a
,

b

2a
), l’asse di simmetria del-

la parabola diventa parallelo all’asse x ed essa volge la concavità verso le x positive se a>0 e verso 

le x negative se a<0. In conclusione, riprendendo le solite coordinate correnti x, y e ponendo b al 

posto di –b: 

 L’equazione: 

𝐱 = 𝐚𝐲𝟐 + 𝐛𝐲 + 𝐜 

 rappresenta una parabola con asse parallelo all’asse x, vertice nel punto: 
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V (−
Δ

4a
, −

b

2a
) 

 dove =b2–4ac, con la concavità rivolta verso le x positive se a>0 (Fig. 1) e verso le x negative se 

a<0 (Fig. 2). Di questa parabola possiamo ottenere anche le coordinate del fuoco F e l’equazione 

della direttrice . Si ha precisamente:  

F (
1 − Δ

4a
, −

b

2a
) ,   δ ≡ x = −

1 + Δ

4a
 . 

                            

FIG. 1                                                                  FIG. 2 

 

 Le equazioni: 

x2

a2
+

y2

b2
= 1  e  

x2

a2
−

y2

b2
= 1 

rappresentano nell’ordine un’ellisse e un’iperbole aventi la relativa retta dei fuochi coincidente con 

l’asse x (ammesso che, nel caso dell’ellisse, risulti a>b). Il passaggio da queste equazioni alle 

equazioni: 

y2

a2
+

x2

b2
= 1  e  

y2

a2
−

x2

b2
= 1 

 che rappresentano le due curve con le rette dei fuochi coincidenti con l’asse y, può pensarsi avve-

nuto per mezzo della rotazione [1]. 

 Il passaggio dall’equazione xy=k all’equazione: 

xy = –k 

 può pensarsi ottenuto ancora con la rotazione [1]. 

 Un’ultima considerazione per la quale si richiede la tua collaborazione. Si può far vedere che: 

 -  Un’ellisse avente l’asse dei fuochi parallelo all’asse x (Fig. 3) ha un’equazione di questo tipo: 

(x − x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1   (a > b); 

 -  Un’iperbole avente l’asse dei fuochi parallelo all’asse x (Fig. 4) ha un’equazione di questo tipo: 

(x − x0)2

a2
−

(y − y0)2

b2
= 1. 

 In entrambe le situazioni il punto (x0,y0) è il nuovo centro della curva. 
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 FIG. 3     FIG. 4 

 

45.1.3  Ti proponiamo alcuni esercizi su quest’ultimo argomento. 

1. Disegna la seguente parabola, dopo averne determinato le coordinate del vertice e quelle del fuoco e 

l’equazione della direttrice: 

a)  x = −y2 + 2 y.     b)  x = 2 y2 − 1.     c)  x = −y2 − y +
1

4
.     d)  x = y2 + y +

1

4
. 

2. Disegna l’ellisse di equazione: 

9 x2 + 16 y2 = 1 

 e quella che si ottiene da essa in seguito alla traslazione di componenti (2,1), dopo aver determinato an-

che l’equazione di quest’ultima curva. 

3. Disegna l’iperbole di equazione: 

x2 – y2 = 2 

 e quella che si ottiene da essa in seguito alla traslazione di componenti (−1,2), dopo aver determinato 

anche l’equazione di quest’ultima curva. 

4. È data la seguente equazione: 

9x2 + 4y2 + 18x − 8y − 23 = 0 . 

 Dimostrare che, mediante un’opportuna traslazione, può esser messa nella forma seguente: 

x2

a2
+

y2

b2
= 1 

 e rappresenta pertanto un’ellisse. 

5. È data la seguente equazione: 

x2 − 4y2 − 4x − 8y − 4 = 0 . 

 Dimostrare che, mediante un’opportuna traslazione, può esser messa nella forma seguente: 

x2

a2
−

y2

b2
= 1 

 e rappresenta pertanto un’iperbole. 
 

45.1.4  L’equazione generale di 2° grado in due indeterminate x, y può essere considerata come una 

proprietà che accomuna le coniche. Esiste, però, un’altra proprietà comune. Ci arriveremo per gradi. 

Ritorniamo al procedimento seguito per trasformare la condizione PF1+PF2=2a, che definisce 

l’ellisse, nella sua equazione in un particolare riferimento cartesiano: 

x2

a2
+

y2

b2
= 1. 

Ricordiamo che siamo dovuti passare per l’equazione: 

a2 − c x = a √(x − c)2 + y2. 








































