Prerequisiti: Questa unita interessa solo marginalmente gli studen-
- Possedere il concetto di derivata di una [ RSB L o A EERe O M 2 U e R

funzione. guarda il Liceo Scientifico, compresa I'opzione Scienze
- Saper calcolare derivate di semplici fun-

zioni.

applicate (52 classe) e gli Istituti Tecnici e Professionali
(2° biennio) valutera il docente circa il grado di appro-
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OBIETTIVI DI APPRENDIMENTO

Una volta completata I’unita, gli allievi de- 67.1 Alcune proprieté_ delle funzioni
vono essere in grado di: derivabili.
o _ _ 67.2 |l teorema di de L’Hopital.

- enunciare il teorema di Lagrange e fornire 67.3 Polinomi di Taylor

di esso un’interpretazione geometrica e ' '

qualche semplice applicazione Verifiche.
- enunciare il teorema di Rolle e dimostrarlo Una breve sintesi

(supposto noto il teorema di Lagrange); per domande e risposte

fornire di esso un’interpretazione geome-
trica e qualche semplice applicazione

- enunciare ed applicare il teorema di de
L’Hopital

Proprieta delle
funzioni derivabili

L In tali licei il docente pud limitarsi a fornire, oltre all’enunciato, un’interpretazione geometrica dei teoremi di
Lagrange e di Rolle e I’enunciato del teorema di De L’Hopital con qualche semplice applicazione.
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Unita 67 — Proprieta delle funzioni derivabili

67.1 ALCUNE PROPRIETA DELLE FUNZIONI DERIVABILI

67.1.1 Consideriamo il seguente problema:
E data una funzione che ammetta tangente in ogni punto di un certo intervallo chiuso e limitato J. Esi-
ste un punto di J in cui il grafico della funzione ha tangente parallela alla congiungente i punti estremi
di J?

Ammesso che la funzione sia f(x) e I’intervallo
sia [a,b] (Fig. 1),si intuisce che esiste almeno un
punto C, interno al segmento AB, in cui la retta t
tangente al grafico della funzione e la retta AB
che unisce i punti estremi dell’intervallo sono pa-
rallele, ossia hanno la stessa pendenza. Siccome
la pendenza della retta AB é:
yg-ya _ f(b)-f(a)
XB~ XA b-a FIG. 1
e quella della tangente t al grafico nel punto C di
ascissa c, & m; = f'(c), risulta evidentemente:

f(b)-f(a)

b-a

map =

=f'(c).

Ebbene, cid che il grafico fa cogliere cosi bene a livello intuitivo potrebbe essere dimostrato con rigo-
re, ma noi ci esimiamo dal farlo, limitandoci a fornire 1’enunciato della proposizione che esprime il
fatto medesimo e che va sotto il nome di teorema di Lagrange @:

TEOREMA DI LAGRANGE (0 DEL VALOR MEDIO). Sia f(x) una funzione continua in un intervallo
chiuso e limitato [a,b] e derivabile in ]a,b[. Esiste almeno un punto ce]a,b[ tale che:
f(b)-f(a
O-@ _ o
b-a

Ogni punto c suddetto si chiama punto di Lagrange, relativo all’intervallo considerato.
Per esempio, con riferimento alla precedente figura 1, s’intuisce che di punti di Lagrange ce ne sono
tre. Invece, considerata la funzione y=In x, con 1<x<e, siccome y(1)=0 e y(e)=1, risulta:

y(e)-y(1) _ 1
e-1 e-1°
1 11
D’altra parte: y':;. Per cui : z-o1¢ dunque: x=e-1.

Il punto e-1 ¢ I’unico punto di Lagrange nell’intervallo ]1,e[.

Il teorema di Lagrange ha un interessante modello cinematico. Basta supporre che la funzione sia la
legge oraria s=s(t) di un moto che si svolge dalla posizione A alla posizione B senza soste, percorren-
do lo spazio sg-sa nell’intervallo di tempo [ta,ts]. Ebbene, constatato che la velocita media del moto in
tale intervallo di tempo é:

2 Lagrange, Giuseppe Luigi, matematico italo-francese, 1736-1813.
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Unita 67 — Proprieta delle funzioni derivabili

_SB=Sa _ s(tg)-s(ta)

" tg-ta tg-ta

m )

esiste almeno un istante toe [ta,ts] in cui la velocita istantanea, cioe s’(to), & esattamente uguale a vm.

67.1.2 Andiamo adesso a fare alcune considerazioni supplementari collegate al teorema di Lagrange.
¢ Anzitutto é facile comprendere che se viene meno gqualcuna delle ipotesi fatte:

1) f(x) € continuain [a,b], 2) f(x) e derivabile in ]a,b[,

ESEMPI:

. : . o fb)-f@)

puo non esistere alcun punto ce]a,b[ per il quale risulti: —— = f'(c).
La funzione y=vx2, con xe[-1,1], & continua in [-1,1] ma non & derivabile in ]-1,1[, non essendo
derivabile per x=0. Ora, siccome y(-1)=y(1)=1, si ha: %= 0. Non esiste pero alcun

ce[-1,1] tale che y'(c)=0, essendo y'=-1 per x<0 e y’=1 per x>0.
Inx se 0<x<1
0 se x=0

tale intervallo si ha: y'=§. Ora, siccome y(0)=0 e y(1)=0, si ha:

La funzione y={ non ¢ continua in [0,1] ma & derivabile in ]0,1[; precisamente in

%z(o) = 0. Ma I’equazione

%z 0 é impossibile, per cui non esiste alcun punto c]0,1[ tale che y’(c)=0.

¢ Proponiamo adesso alcune interessanti applicazioni del teorema di Lagrange. Altre ne vedremo in
seguito.

PROBLEMA. La funzione reale di variabile reale f(x) ¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [0,2]
e derivabile nell’intervallo aperto ]0,2[. Si sa poi che f(0)=0 e inoltre 0,1<f (x)<0,2 per ogni
x€]0,2[. E possibile determinare un intervallo plausibile in cui si trova il valore di f(2)?
RISOLUZIONE. Per rispondere basta ricorrere al teorema di Lagrange. Essendone soddisfatte le con-
_f(z;:g(o) = f’(u); d’altra
parte, come per ogni x dell’intervallo ]0,2[, anche il numero f’(u) € compreso fra 0,1 e 0,2. Dunque:
£(2)-£(0)
0,1<=—-
terminare un intervallo in cui si trova f(2): & I’intervallo ]0,2; 0,4][.
Ci piace far notare come anche per questi tipi di esercizi sia inefficace I’uso di uno strumento di cal-
colo automatico.

dizioni per applicarlo, esiste un punto u interno all’intervallo ]0,2[ tale che

<0,2 e da qui, per le ipotesi fatte, segue: 0,2<f(2)<0,4. Effettivamente é possibile de-

TEOREMA. Sia f(x) una funzione reale di variabile reale, definita e continua in un intervallo

[a,b] e derivabile in ]a,b[. Condizione necessaria e sufficiente affinché f(x) sia costante in

[a,b] & che abbia derivata nulla in ogni punto di ]a,b[.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione che la condizione sia sufficiente, vale a dire se f (x)=0 in

]a,b[ allora f(x) € costante in [a,b], richiede un po’ di attenzione, ma solo un po’. Basta infatti

prendere un x qualunque appartenente all’intervallo [a,b] e ragionare sul comportamento di f(x)

in [a,x].

La dimostrazione invece che la condizione sia necessaria, cioé se f(x) € costante in [a,b] allora

f'(x)=0in Ja,b[, & del tutto banale. La lasciamo a te.

Noi andiamo a fornire un’interessante applicazione del teorema con riferimento alla funzione:
f(x)=cos®x + sin®x.
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